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Madelungfaktoren sind einfache, vom Strukturtyp abhangige Zahlen, die in die Berechnung 
von Gitterenergien und Bildungswarmen aus Ionen aufgebauter Verbindungen (nach dern 
Born-Haberschen KreisprozeJ) entscheidend eingehen. Jeder Madelungfaktor ist die 
Summe partieller Madelungfaktoren, welche die Beitrage der einzelnen Ionen zur Gesamt- 
gitterenergie charakterisieren. Dime hangen von der Ladung der Ionen und - deutlich, 
aber nicht streng - von der Koordinationszahl ab. Jeder Madelungfaktor kann andererseits 
als Summe von Madelungfaktoren kommensurabler ein fach-primitiver A B-Typen darge- 
stellt werden. Diese weisen, was iiberrascht, untereinander einfache numerische Beziehungen 
auf und hangen auch mit den partiellen Madelungfaktoren von Zwischengitterplatzen zu- 
sammen. - Von besonderem Znteresse ist die Kenntnis der Madelungfaktoren parameter- 
abhangiger Strukturtypen (z. B. Rutil- und Anatas-Typ) als Funktion der strukturbe- 
stimmenden GroJen. Auch bei Komplexverbindungen und - zunachst unerwartet - bei 
Nichtmetall-Verbindungen (2. B. XeF2, XeF4, XeFyXeF4) sind Madelungfaktoren auf- 
sch IuJreich. 

Fur manche Fragen nicht nur der anorganischen Chemie 
ist es notwendig oder aufschluBreich, hinreichend sichere 
Aussagen uber die freie Bildungsenergie unbekann- 
ter oder thermochemisch noch nicht untersuchter Ver- 
bindungen zu gewinnen. Als Beispiel aus jiingster Zeit 
sei die Frage nach der thermodynamischen Stabilitat der 
Xenonfluoride 11 9 la] angefiihrt. 

n 

ZKCI, +PtCI,, 

Abb. I .  Born-Haberscher KreisprozeR, schematisch fur NaCI (a) und 
KdPtCkI (b). 

[ I ]  R. Hoppe, H. Mattauch, K.-M. Rddder u. W. Dahne, Z. anorg. 
allg. Chem. 324,214 (1963); N. Bartlett, Endeavour 23, 3 (1964). 
[la] R. Hoppe, Fortschr. chem. Forsch. 5, 213 (1965). 

Entropien kann man aus thermochemischen Daten 
analoger Verbindungen praktisch immer recht genau 
angeben. Die Berechnung von B il dung sent halp i e n 
ist dagegen auch heute noch schwierig. 
Hier bietet der Born-Habersche KreisprozeR eine wich- 
tige, vom Prinzip her einfache und daher oft angewende- 
te Moglichkeit, Berechnungen der Bildungsenthalpie 
anzusetzen. Wie Abbildung 1 erkennen lafit, schliel3t 
sich an die beiden einfachen Schritte I und 11, die Bildung 
einzelner Gasatome und der isolierten Gasionen, ein 
komplizierterer dritter an, bei dem alle Ionen zum Kri- 
stallverband zusammentreten. 
Auch wenn eine Verbindung als weitgehend aus Ionen 
aufgebaut angesehen werden kann, ist es schwierig, die 
Bildungsenthalpie AH O fur Schritt IV hinreichend 
sicher zu berechnen. Dies hat mehrere Grunde: Zum 
ersten - und hierauf beruht eine prinzipielIe Schwa- 
che des Born-Haberschen Kreisprozesses - wird 
AH als relativ kleine Differenz oft sehr groDer Einzel- 
werte (lonisierungsspannung Isp, Elektronenaffinitat 
EA, Sublimationsenthalpie AHAbl,, Dissoziations- 
energie Do, Gitterenergie U,) dargestellt, so daI3 pro- 
zentual kleine Einzelfehler zu einem betrachtlichen ab- 
soluten Fehler fiihren konnen. Zweitens ist die Berech- 
nung der mit Schritt 111 (vgl. Abb. 1)  verknupften Gitter- 
energie nicht einfach. Die Gitterenergie kann gema8 
G1. (1) in drei Anteile aufgegliedert werden, wobei NL 

MF x f(Zi) x NL x e* 
rKA 

u, - ~ ~ ~ + EnCS Ecorr (1) 

die Loschmidtsche Zahl, e die Elementarladung, rKA 
der kurzeste Abstand Kation-Anion und f(zi) eine Funk- 
tion der Ladung der Ionen ist, die bei binaren Verbin- 
dungen oft explizit angegeben [f(zi) = z1 x zz], bei kom- 
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plizierteren Verbindungen aber zweckmaoig in den 
Madelungfaktor MF einbezogen wird. (Der Ein- 
fachheit halber fuhrt man solche Betrachtungen fur 
T = 0 "K durch). 
Zur Berechnung des ersten Summanden in G1. (l), des 
sogenamten ,,Madelungs-Anteils der Gitterenergie", 
muJ3 man den Madelungfaktor kennen. Dieser ist durch 
Ladung und Lage der Ionen in der Elementarzelle be- 
stimmt ; er wird im folgenden bei binaren Verbindungen 
immer auf den kiirzesten Abstand Kation-Anion 
bezogen. Die Berechnung ohne moderne Rechenma- 
schinen ist unbequem und langwierig ; daher sind bis- 
lang von nur etwa 50 Strukturtypen (bei denen es sich 
meist urn besonders einfache, oft parameterfreie Struk- 
turen handelt) Madelungfaktoren bekannt geworden 
(vgl. Zusammenstellung bei [31). 

Das Zusatzglied Eric, die gegenseitige durch nicht-coulomb- 
sche Krafte bedingte Bornsche AbstoBung zwischen den 
Elektronenhullen berucksichtigend, ist erforderlich, um e n d  - 
l ic  he  Gleichgewichtsabstande rKA zu erklaren. Der Made- 
lung-Anteil der Gitterenergie allein erreicht seinen ,,optima- 
len" Wert fur rKA = O! Weitere Korrekturglieder beruck- 
sichtigen die gegenseitige Polarisation der Ionen, die Null- 
punktsenergie, durch zusatzliche Bindungskrafte (z. B. 
Atombindungen innerhalb von Komplexionen) bedingte 
Anteile der Gitterenergie usw. (vgl. [2,31); diese Korrektur- 
glieder sind in G1. (1) im Glied Ecorr zusammengefaI3t. 
Wie man der ubersicht bei Wuddington 131 entnehmen kann, 
ist eine befriedigend genaue Berechnung der Gitterenergie 
mit G1. (1) zur Zeit nur bei relativ wenigen anorganischen 
Verbindungen moglich, z. B. bei den Alkalimetall-halogeniden 
und Erdalkalimetall-chalkogeniden. Neu sind eindrucksvolle 
Berechnungen der Gitterenergien der hoheren Alkalimetall- 
oxide [41. 

A. Allgemeiner Teil 

I. Madelungfaktor und Gitterenergie 

Die Verwendbarkeit der Gleichung (1) zur Berechnung 
von Bildungsenthalpien hangt entscheidend davon ab, 
ob man genugend viele Madelungfaktoren kennt und ob 
man die Unsicherheiten, rnit denen die Zusatzglieder 
Enc und vor allem E,,,, belastet sind, niedrig genug 
halten kann. Die Berechnung neuer Madelungfaktoren 
ist schon aus diesem Grunde wichtig. Das gilt besonders 
fur Falle, bei denen man den Madelung-Anteil der Gitter- 
energie allein betrachten darf, beispielsweise wenn 
man fragt, welche Modifikation einer Verbindung (z. B. 
Ti02) unter Normalbedingungen die thermodynamisch 
stabile ist, oder warum eine parameterabhangige Struk- 

[2]  M. Born: Atomtheorie des festen Zustandes. Teubner, Leip- 
zig, 1923; Handbuch d. Physik, Springer, Berlin 1927, Bd. 24, 
S. 420. M .  Born u. A .  Lande, S.-B. preuB. Akad. Wiss., phy- 
sik.-math. K1. 45, 1048 (1918); M .  Born u. A .  Lande, Verh. 
dtsch. physik. Ges. 20, 210 (1918); F. Haber, ibid. 21, 750 
(1919); M. F. C. Ladd u. W. H.  Lee, Trans. Faraday SOC. 54, 34 
(1958); E. Madelung, Physik. Z. 19, 524 (1918). 
131 T. C. Waddington: Advances in Inorganic Chemistry and 
Radiochemistry. Academic Press, New York 1959, Vol. 1 ,  S. 157. 
[4] L. A .  D'Orazio u. R. H.  Wood, J .  physic. Chem. 69, 2550 
(1965); R .  H.  Woodu.  L. A .  D'Orazio, ibid. 69, 2558 (1965); 69, 
2562 (1965). 
(51 R. Hoppe, Bull. SOC. chim. France 1965, 11 15; Chem. Zvesti 
19, 172 (1965). 

tur [*I (z. B. der Rutiltyp) bestimmte Parameterwerte 
(z.B. c!a m 1212 und xo w 0,3) bevorzugt, ,,benach- 
barte" andere dagegen nicht. 

Man darf in solchen Fallen oft vereinfachend annehmen, dafl 
die Zusatzglieder Eric und E,,,, bei ,,benachbarten" Modi- 
fikationen [**I der gleichen Verbindung praktisch gleich sind, 
Unterschiede der Bildungsenthalpien dann also im wesent- 
lichen auf Unterschiede im Madelung-Anteil der Gitterener- 
pie zuruckzufuhren sein sollten. Ahnlich kann argumentiert 
werden, wenn isotype Verbindungen gleichen Formeltyps, 
z.B. NaScOz, NaY02, NaIn02 und NaTlO2 [51 strukturell 
verglichen und z. B. die Variation von cia oder der Koordi- 
naten der Sauerstoff-Teilchen diskutiert wird. 

11. Partielle Madelungfaktoren 

Der Madelungfaktor und damit auch der Madelung- 
Anteil der Gitterenergie kann, wie schon aus dem Ver- 
fahren von Ewald [61 zur Berechnung von Madelungfak- 
toren implizit hervorgeht, als S u m e  von Teilbetragen 
dargestellt werden, welche den verschiedenen einzelnen 
Ionen in der Elementarzelle zuzuordnen sind [71. Wir 
wollen diese Einzelbetrage par t  ielle Ma delung - 
faktoren (PMF) nennen[8,91. Besetzen in der Verbin- 
dung AmBn alle A- und alle B-Teilchen jeweils nur eine 
Punktlage, so gilt Gleichung (2a). 

MF(AmBn) = m x PMF(A)+ n X PMF(B) (2a) 

So gilt z.B. fur den NaCl-Typ [O: - Fm3m, Z = 4, mit 
Na+ in 4(a) und C1- in 4(b)] Gleichung (3) 

MF(NaC1) = PMF(Na+) + PMF(C1-) (3) 

und fur den CaF2-Typ [Oi - Fm3m, Z = 4, rnit Ca2+ in 
4(a) und F- in 8(c)] analog Gleichung (4). Besetzen 
dagegen die Teilchen A jedoch j verschiedene 

MF(CaF2) - PMF(Ca2+) + 2 x PMFIF-) (4) 

Punktlagen (jeweils der Zahligkeit zj) und die B-Teil- 
chen r verschiedene Punktlagen (jeweils der Zahlig- 
keit z,), so gilt die allgemeine Beziehung (2b), wobei 

j=j r-r 

j= 1 r=l 
MF(AmBn) = mj X PMF(Aj) + 2 nr x PMF(Br) (2b) 

die Faktoren m, == zj/Z und n, = z,/Z fur die ,,richtigen" 
Gewichte der einzelnen PMF-Werte sorgen. Fur Mn2O3 
Di - Ia3, Z = 16, rnit MnI in Punktlage 8 (a), MnIr in 
~ 

[*I Eine parameterabhangige Struktur liegt dann vor, wenn ent- 
weder die Metrik der Elementarzelle, also z. B. das Achsenver- 
haltnis c/a bei tetragonalen oder hexagonalen Kristallen, oder 
die Lagekoordinaten der Teilchen in der Elementarzelle verandert 
werden konnen, ohne dal3 die Symmetrie geandert wird. 
[**I ,,Benachbarte" Modifikationen sind solche, die sich von der 
beobachteten Struktur nur wenig in den strukturbestimmenden 
Parametern unterscheiden. 
[ 6 ]  P.  P. Ewald, Ann. Physik 64, 253 (1921). 
[7] R. Hoppe, Dissertation, Universitat Munster, 1954; Z. anorg. 
allg. Chem. 283, 196 (1956). 
[8] R .  Hoppe, Habilitationsschrift, Universitat Munster, 1958. 
[9] H .  G.  v. Schnering, Habilitationsschrift, Universitat Miinster, 
1963. 
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Punktlage 24(d) und 0 in Punktlage 48(e)] erhalt man 
z. B. 

lm Gegensatz zu den Madelungfaktoren selbst, die nur 
eine summarische Aussage uber die energetischen 
Verhaltnisse eines Strukturtyps zulassen, geben die 
partiellen Madelungfaktoren individuelle Auskunft 
iiber die potentielle Energie der einzelnen Ionen. Beziig- 
lich der Berechnung solcher PMF vgl. 11-91. 

111. Partielle Madelungfaktoren 
als Strukturargument r9, lo] 

Die partiellen Madelungfaktoren der einzelnen Ionen 
konnen auch als S t r u  k t u r  a r  g u men t verwendet 
werden: 
Durch die Rontgenstrukturanalyse von Einkristallen 
erhalt man durch Fouriermethoden recht genaue Aus- 
sagen iiber die Lage der Teilchenschwerpunkte im Kri- 
stall, oft rnit einem mittleren Fehler von nur rt 0,005 A. 
Aber nur in speziellen Fallen kann man uber Prazisions- 
messungen zu Elektronendichte-Verteilungsfunktionen 
gelangen, die Schlusse auf die Art der chemischen 
Bindung zulassen[lOal. 
Daher ist es auch heute noch niitzlich, bei der Interpre- 
tation der (durch die Teilchenlagen nur g e o me t r i s c h 
beschriebenen) Kristallstrukturen Begriffe wie I o nen - 
radius ,  Radiensumme, Radienquot ient ,  Ko-  
ordinat ionszahl  etc. zu verwenden. Freilich besteht 
ein bemerkenswerter Gegensatz zwischen diesen meist 
nicht ganz scharf formulierbaren GroRen und der Ge- 
nauigkeit moderner Strukturbestinunungen. Neben den 
Versuchen, diese kristallchemischen Grundbegriffe ver- 
feinert zu definieren (vgl. z.B. [I*], verdient daher jede 
neue Moglichkeit Interesse, zusatzliche Informationen 
aus der Strukturgeometrie zu erlangen. Eine solche 
Moglichkeit bieten anscheinend die partiellen Made- 
lungfaktoren: 

Dem dreidimensionalen Abbild der Schwerpunktslagen 
wird durch die Berechnung der partiellen Madelung- 
faktoren eine gleichfalls dreidimensionale Beschreibung 
der Potent ia le  und der potentiellen Energien 
der einzelnen Teilchen zur Seite gestellt ; dieses zuniichst 
diskontinuierliche ,,Raster" von Werten fur die par- 
tiellen Madelungfaktoren kann durch Berechnung von 
partiellen Madelungfaktoren fur Zwischengitterplatze 
beliebig verdichtet werden. Bisher hat sich gezeigt, daR 
auch bei erheblich vom Ionencharakter abweichenden 
Verbindungen durch Vergleich der PMF-Werte che- 
misch verwandter Verbindungen (Beispiel: BrF3, XeF4 
und XeF2) ein tieferes Verstandnis fur das Auftreten 
bestimmter Strukturen gewonnen wird [lla]. 

[lo] R. Hoppeu. H .  G.  v Schnering, unveroffentlicht (1962-1964). 
[IOa] Vgl. besonders E. Wolfel et al., Z. Elektrochem., Ber. Bun- 
senges. physik. Chem. 63, 891 (1959); Z .  physik. Chem. N.F. 3, 
273, 296 (1955); 4, 36, 65 (1955); 10, 98 (1957). 
[ l l ]  R. Hoppe, 18. IUPAC-Congress, Montreal (Abstracts of 
Scientif. Papers, Seite 73). 
[llal Vgl. z. B. [ial. 

Es ist seit langem bekannt, daB man den Born-Haber- 
schen KreisprozeB auch bei Verbindungen ansetzen 
darf, die keineswegs aus Ionen aufgebaut sind. So hat 
Kapustinskii"21 gezeigt, dafi man rnit den wohl zuerst 
von Klernmr131 eingefiihrten effektiven Madelung- 
fak toren  (vgl. Abschn. A. TX) auch die Gitterenergien 
nicht aus Ionen aufgebauter Verbindungen rnit oft hin- 
reichender Genauigkeit berechnen kann. (Im gunstig- 
sten Fall erhalt man bei typisch covalenten Verbindun- 
gen Gitterenergien rnit einem Fehler von etwa rt 10 kcal/ 
Mol.) 

IV. Madelungfaktoren von AB-Typen rnit 
einfach-primitiver Elementarzelle I*, 10,134 

Zwischen einigen Madelungfaktoren existieren einfache 
Zusammenhange 17,141; so gilt z. B. die Beziehung(6) 171. 

MF(CaF2) = MF(CsC1) f 2 x MF(ZnS) (6) 

Trotz gegenteilige: Angaben[l5l gibt es fur jede Struktur u n -  
e n d l i c h  viele derartige Beziehungen [7,81, da  der Madelung- 
faktor dic Summe aller anziehenden und abstofienden Wech- 
selwirkungen der Ionen im Kristall repriisentiert, wobei diese 
Summe auf unendlich viele Weisen in Teilsummen zeriegt 
werden Itann. 

Eine besondere Rolle spielen die Madelungfaktoren von 
AB-Verbindungen mit einfach-primitiver Elementar- 
zelle (z.B. CsCl-Typ). Man kann namlich den Made- 
lungfaktor jedes beliebigen Strukturtyps als Summe 
von Madelungfaktoren einf ac  h-pr imi  t iver (nic h t 
no t  w e n d i g auc h is  o me t r i sc he r ) AB-Typen ange- 
ben[*l. Dies folgt aus der Tatsache, daR jede Struktur 
durch Superposition geeignet gewahlter, nicht notwen- 
dig isometrischer einfach-primitiver AB-Typen darge- 
stellt werden kann. Die Madelungfaktoren einfach-yri- 
mitiver AB-Typen sind daher ,,Bausteine'' aller anderen 
Madelungfaktoren; sie werden im folgenden symbolisch 
mit "MF bezeichnet. 

Einfachheitshalber sollen nur Madelungfaktoren einfach- 
primitiver AB-Typen rnit kubischer Metrik der Elementar- 
zelle diskutiert werden. (Fur nicht-kubische einfach-primi- 
tive AB-Typen gelten aber ganz entsprechende Zusamnien- 
hdnge). 

Bei AB-Typen mit einfach-primitiver Elementarzelle ku- 
bischer Metrik sei in1 folgenden immer die Aufstellung 
A+ in O,O,O und B- in x,y,z gewahlt und der zugehorige 

[I21 K.  F. Kupustinskii, Z .  physik. Chem. B 22, 257 (1933); J. 
physik. Chem. (russ.) 5,  59 (1943); Acta physicochim. USSR 18, 
370 (1943); Quart. Rev. chern. SOC. (London) 10, 283 (1956); 
A .  F. Kupustinskii u. K. B. Yutsintirskii, J. allg. Chem. (russ.) 19, 
2191 (1949); 26, 941 (1956). 
[13] W. Kfenzrn, Z. physik. Chem. B 12, I (1931). 
[13a] R. Hoppe u. H. C. Y .  Sclirrering, unveroffentlicht (1965). 
[14] F. Bertaut, J. Physique Radium, 13, 499 (1952); C. R. 
hebd. Seances Acad. Sci. 239, 234 (1954); P .  Nuor, Z. Kri- 
stallogr., Kristallgeomctr., Kristallphysik, Kristallchem. 110, 2 
( 1958). 
[I51 G. C.  Benson, Canad. J. Physics 34, 888 (1956); G. C. Beiison 
u. F. vuiz Zeggernn, J. chcm. Physics 26, 1083 (1957). 
[* ]  Die Abmessungen dcr Elementarzellen dieser AB-Typcn 
brauchen also nicht mil denen des Strukturtyps, dessen Made- 
lungfaktor als Summe dargestellt werden soll, ubereinzustim- 
men. 
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Madelungfaktor symbolisch mit 'MF(x,y,z), bezeich- 
net; es ist z.B. 

Bezogen auf den kiirzesten Abstand A-B liegen die 
Zahlenwerte dieser Madelungfaktoren alle zwischen 1 
(dem ,,Madelungfaktor" der gasformigen Molekel AB) 
und MF(CsC1) = 1,76267.. . (vgl. Tab. 1). 

Tabelle 1. 
von x,y,z [S]. 

x I Y 1 z 1 'MF(x,Y,z)k=2XPMF(x,y,z)k 

'MF(x,y,z)k fur einige ausgezeichnete Werte 

I I I 

114 1j4 1,412513.. . 
0 1,388259 

0 0 1,370681 

1/4 0 1,087781.. . 
1/4 1 0 1 0 I 1,035808.. 

In Abbildung 2 ist graphisch angegeben, wie sich 
'MF(x,O,O), "MF(x,1/2,0) 'MF(x,1/2,1/2) und 
'MF(x,x,x) im Bereich 0 < x 6 I/zjeweils andern. Man 
erkennt, daB die hderungen etwa konform verlaufen. 
Typisch ist jeweils der schnelle Abfall vom Maximum. 
Die Madelungfaktoren einfach-primitiver A+B--Typen 
nicht-kubischer Metrik sind alle ebenfalls kleiner als 
1,76267. . . , unterschreiten jedoch zuweilen den Wert 
1,0 und konnen auch negativ werden (vgl. Abschn. X). 

1.8 1 

Abb. 2. Madelungfaktoren "MF kubischer AB-Typen mit einfach pri- 
mitiver Elementarzelle [Aufstellung A+ in: (Q,Q,Q) und B- in: fx,y,z)]. 

V. Partielle Madelungfaktoren einfach-primitiver 
AB-Typen 

Einfach-primitive AB-Typen haben, unabhangig von 
ihrer Metrik, immer kommutative Teilgitter 171. Daher 
sind hier die partiellen Madelungfaktoren von A+ und 
B- dem Zahlenwert nach gleich und jeweils gleich der 
Halfte des Madelungfaktors. Der Zahlenwert von 
PMF(x,y,z), liegt bei diesen Strukturen fur ein wer - 
tige Ionen zwischen 0,5 und 0,88.. . (vgl. Tab. 1). 
Es gibt ferner nicht-primitive AB-Strukturen, die 
ebenfalls kommutative Teilgitter haben, z.B. den 
Kochsalz-, den Zinkblende- und den Wurtzit-Typ. 
Auch bei ihnen sind die partiellen Madelungfaktoren 
der A+- und B--Teilchen gleich groB und je gleich der 
Halfte des Madelungfaktors. Ein wichtiges Beispiel ein- 
facher AB-Typen mit nich t - k o mmu t a t iven Teil- 
gittern bietet der NiAs-Typ. Hier ist der von Zemann 
berechnete Madelungfaktor nicht einfach Aus- 
druck der partiellen Madelungfaktoren von A+ bzw. B-; 
diese sind vielmehr verschieden groB [*I. 

Die partiellen Madelungfaktoren mehrwertiger Ionen in ein- 
fach-primitiven AB-Typen sind urn den Faktor 2: grofier als 
die einwertiger Ionen im gleichen Typ (zi = Ladungszahl des 
betreffenden Ions). 

VI. Zusammenhange zwischen Madelungfaktoren 
einfach-primitiver AB-Typen I171 

Alle Madelungfaktoren komplizierterer Strukturtypen 
konnen (vgl. Abschn. IV) aus den Madelungfaktoren 
einfach-primitiver Strukturtypen gle i cher Metrik 
additiv zusammengesetzt werden. Es ist daher vermutet 
worden, daB die Madelungfaktoren primitiver AB- 
Typen untereinander kei ne Zusammenhange aufweisen 
wiirden [81 (,,independente" Madelungfaktoren); dies 
trifft jedoch nicht zu 1171. 

Man kann namlich jede einfach-primitive AB-Struktur, 
unabhangig von Metrik und Symmetrie der Elemen- 
tarzelle, durch Vervielfachung einer oder zweier oder 
aller drei Hauptachsen durch eine nicht-primitive 
Pseudozelle beschreiben und den hierdurch naturgemaB 
nicht geanderten Madelungfaktor als Summe der Made- 
lungfaktoren anderer einfach-primitiver AB-Typen aus- 
driicken. Nimmt man das m-fache der a-, das n-fache 
der b- und das p-fache der c-Achse der primitiven Ele- 
mentarzelle als Basis der nicht-primitiven Pseudozelle, 
so gilt die Beziehung (7). 

r=m--l s=n--l t=p-1 
x+r  Y+S z + i  
m n p  r=O s=O t=O 

Dabei darf, was durch den Strich bei X' und r', s', t' ver- 
merkt ist, nicht gleichzeitig gelten: r' = s' = t' = 0. Die Fak- 
toren mrst und mr,s,t, sind einfache, aus der Strukturgeometrie 

[16] J.  Zemann, Acta crystallogr. 11, 55 (1958). 
[*I Diese Werte wurden kurzlicli als Funktion von cia berech- 
net [13a]. 
1171 R .  Hoppe, unveroffentlichte Ergebnisse. 
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folgende Zahlen fur das Gewicht und die Normierung der in 
die Summe eingehenden OMF. 

Beschreibt man beispielsweise die CsC1-Struktur durch 
das Achtfache der primitiven Zelle, so erhalt man die 
Beziehung (8) : 

Diese ganz unerwarteten und iiberraschenden Beziehungen 
zwischen den Madelungfaktoren einfach-primitiver AB- 
Typen, die naturgemaI3 unabhangig von Metrik und Symme- 
trie in jedem Fall vorhanden sind, deuten an, daI3 man zur 
Zeit von einem tieferen Verstiindnis der Madelungfaktoren 
noch weit entfernt ist. Sie lassen auch vermuten, daI3 weitere 
numerische Beziehungen zwischen den Madelungfaktoren 
einfach-primitiver AB-Typen mit isometrischen Elementar- 
zellen existieren. 

VII. Zusammenhange zwischen partiellen 
Madelungfaktoren von primitiven AB-Typen und von 
Zwischengitterplatzen 1171 

Nimmt man an, daB im unendlich ausgedehnten Kristall 
einer primitiven AB-Struktur nur e i n  e inz iger  Zwi- 
schengitterplatz durch ein zusatzliches Ion besetzt ist, 
so kann man den partiellen Madelungfaktor dieses Ions 
als Summe partieller Madelungfaktoren einfach-primi- 
tiver AB-Typen angeben und hieraus auf die Energie von 
Zwischengitterplatzen SchlieBen; Feh l s  tellen konnen 
bei dieser Rechnung (durch Zusatzglieder) ebenfalls 
berucksichtigt werden. 
Der partielle Madelungfaktor eines Kations Xf beispiels- 
weise betragt, wenn es ini CsC1-Typ (A+ in O,O,O und B- in 
1/~,1/2,1/2) die Lage l/2,1/2,0 in einer (ausgezeichneten) Ele- 
mentarzelle des Gesamtkristalls einnimmt, 

PMF(A;,.~.~~J = PMF(~,  0,o) 

(9) 
- 1/' x PMF(2, 1 1  z, 0) = 0,24329466 

2 

VIII. Reduzierte partielle Madelungfaktoren 191 

Betrachtet man isotype Verbindungen gleichen Formel- 
typs, aber unterschiedlicher Wertigkeitsstufen (z.B. 
CufC1-, Zn2+S2-, Ga3+P3-), so verhalten sich die par- 
tiellen Madelungfaktoren der ,,Kationen" wie die 
Quadrate z: ihrer Wertigkeiten, falls man den Wertig- 
keitsfaktor f(zJ aus GI. (1) mit in den Madelungfaktor 
einbezieht. Analoge Beziehungen gelten fur kompli- 
ziertere Strukturtypen. Es ist daher zweckmaRig, auBer 
den partiellen Madelungfaktoren PMF(Am+) und 
PMF(Bn-) die durch z! geteilten Werte 

zu diskutieren. Diese GroBen sollen r eduz ie r t e  par -  
t iel le Madelungfaktoren [lo, 181 genannt werden. Sie 
ermoglichen deli Vergleich der Potentialverhaltnisse in 
Verbindungen verschiedenen Formeltyps und verschie- 
dener Ionenladung. 

[18] D. H. Templeton, J. chem. Physics 21, 2097 (1953); 23, 1826 
(1955). 
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Die Zahlenwerte fur die reduzierten partiellen Made- 
lungfaktoren hiingen deutlich von den besonderen 
Eigenheiten der Kristallstrukturen ab und sind leider 
keineswegs konstant. Tabelle 2 enthalt einige charakte- 
ristische Angaben. Ferner kann man aus Abbildung 3 
am Beispiel der reduzierten partiellen Madelungfaktoren 
von Kationen die Abhangigkeit dieser GroBen von 
Koordinationszahl und Ionenladung in etwa ersehen. 

Tabelle 2. Reduzierte partielle Madelungfaktoren *PMF der Kationen 
einiger typiscber binarer Kristallstrukturen. 

Ion 

Na+ 
Ca2 + 

Bi3+ 
sc3+ 
Sn4f 
A4+ 

~ 

Nbs+ 

Verbindung 

NbCIS 

TYP *PMF(An+) 

0,874.. . 
0,819.. . 
0,797.. . 
0,685.. . 
0,657.. . 
0,701. . . 

0,551.. . 

\ 
i, 5 

m ---+ 

Abb. 3. Maximalwerte fur reduzierte partielle Madelungfaktoren [13a] 
von Kationen als Funktion der Ladungs-(m) und Koordinationszahl 
(KZ). 

Die aus Abbildung 3 abzulesenden Werte der reduzierten 
partiellen Madelungfaktoren sind Maximalwerte; Realstruk- 
turen weisen meist niedrigere Werte auf. Beziiglich der ,,KO- 
ordinationszahl" in solchen Fallen vgl. Abschn. IX. 

IX. Der Madelungfaktor als Funktion struktur- 
bestimmender Grofien wie Zusammensetzung 

und Koordinationszahl 

Es hat nicht an  Versuchen gefehlt, Madelungsfaktoren 
abzuschatzen. Als erster hat Klemm [131, indem er fur die 
Gitterenergie vereinfachend den Ansatz (10) machte, 

eine Art ,,effektive" Madelungkonstante a' eingefuhrt 
und gezeigt, daJ3 diese fur chemisch vergleichbare Ver- 
bindungen analoger Zusammensetzung jeweils praktisch 
konstant, im ubrigen deutlich vom Formeltyp, aber auch 
von den Bindungsverhaltnissen abhangig ist. (Die Zu- 
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satzglieder Enc und EGO,, der Gleichung (1) stecken 
hier in a'). 
Kupustinskii [I21 hat dann gezeigt, daB fur zahlreiche 
Verbindungen die Gitterenergie aus der Beziehung (1 1) 

rnit oft guter Genauigkeit berechnet werden kann. (za 
und zB bezeichnen die Ionenladungen von A und B, Z 
ist die Zahl der Atome pro Formeleinheit.) Er setzt dabei 
den Madelungfaktor als unabhangig von den Ko- 
ordinationszahlen der Teilchen A und B der binaren 
Verbindung A,B, an, denn G1. (11) liegt G1. (12) 
zugrunde. Dabei uberrascht, dal3 man - entgegen den 
Berechnungen, die fur jeden Strukturtyp einen anderen 
Madelungfaktor liefern - fur alle moglichen AB-Ver- 
bindungen MF(NaC1) einsetzen darf. Fur andere binare 
Strukturtypen erhalt man durch einfache Umrechnung 
nach G1. (12) 

ZAX zgx Zx const. - ZAX ZBX ZX MF(NaC1) _ _ -  - 
2 2 

MF(AmBn) = 

effektive Madelungfaktoren, die ihrerseits nur von der 
stochiometrischen Zusammensetzung, vom Formel-  
typ also, und nicht von speziellen Strukturverhalt- 
nissea, abhangen sollen! Dies ist wie folgt zu erklaren: 
Zum einen ist bei binaren Verbindungen 

Kupustinskii setzt also nach G1. (11) und (12): 

MF(NaC1) 
2 MF(AmBn) = x z t  x ----- ~ = r z ?  x PMF(NahaCl). 

(14) 

Man erkennt, da8 hier implizit - was Kupustinskii offen- 
sichtlich nicht bemerkt hat - bereits die Darstellung 
beliebiger Madelungfaktoren als Summe part ie l -  
ler Madelungfaktoren verwendet wird [lo]. 

Zum anderen nimmt Kupustinskii an, daB (auch in 
G1. (1 1) wird der kurzeste Abstand Kation-Anion rKA 
fur die Koordinationszahl 6 angenommen) alle Verbin- 
dungen als ,,NaCl-Derivate" betrachtet werden konnen 
-- eine Auffassung, die sich gelegentlich auch bei anderen 
Autoren findet (vgl. z.B. [191. 

Zum Verstandnis dieser auf den ersten Blick kiihn erscheinen- 
den Vereinfachung ist zu beriicksichtigen, da13 jede Abwei- 
chung in der Realstruktur von der Koordinationszahl 6 hau- 
fig zu n i ed r ige ren  Koordinationszahlen, fast immer zu 
niedrigeren partiellen Madelungfaktoren und damit zu klei- 
neren Madelung-Anteilen der Gitterenergie fuhrt. Eine der- 
artige Abweichung kann aber nur auftreten, wenn zusatz- 
liche (z.B. covalente) Bindungen dafiir sorgen, da13 der Ver- 
lust am Madelung-Anteil der Gitterenergie anderweitig iiber- 
kompensiert wird. 1st die uberkompensation vergleichsweise 
knapp, so ist die Kapustinskiische Gleichung (14) zwanglos 
anwendbar, und zwar auch fur Verbindungen, die sicher nicht 
mehr iiberwiegend als aus Ionen aufgebaut anzusehen sind. 
Treten hohere Koordinationszahlen als 6 auf, so ist, wie der 
Vergleich der Madelungfaktoren vom NaC1- und CsC1-Typ 
zeigt, wiederum die Anderung des Madelung-Anteils der 
Gitterenergie vergleichsweise gering. Es kommt hinzu, da13 
der kiirzeste Abstand dKA ebenfalls von der Koordinations- 
zahl abhiingt und sich stets im gleichen Sinn wie der Made- 

lungfaktor dndert; Anderungen des Madelungfaktors werden 
hierdurch quasi ,,in sich" partiell ausgeglichen. 
Will man jedoch nicht nach Gleichung (1 1) Gitterener- 
gien berechnen, sondern nach Gleichung (1 2) Mad e - 
lungfaktoren abschatzen so ist es fur binare Ver- 
bindungen gunstiger 171, die Beziehung (1 5) zu verwenden, 

MF(AmBn) = x z z t  x p (15) 

wobei statt p = MF(NaC1) genauer 

/3 I- (P,'p)*== 1,81 (16) 

zu setzen ist; hierbei bedeutet p die ,,niittlere" Koordi- 
nationszahl von A und B (beini CaF2-Typ also 

Spater hat Templeton ebenfalls versucht, Madelung- 
faktoren binarer Strukturtypen als Funktion der Ko- 
ordinationszahl darzustellen und die empirische Be- 
ziehung (17) verwendet, in der die GroBe Pb das ge- 
w o gene har  moni sc he  Mi t t e l  der Koordinations- 
zahlen der Komponenten A und B bedeutet. Vermutlich 

;(s + 2 x 4) = 5,33. 

M F =  1,89 - l/ph (17) 

hangt der gemeinsame Schnittpunkt aller Geraden in 
Abbildung 3 bei 1,89/2 rnit Gleichung (17) eng zusam- 
men. Die Naherungsformeln von Hoppe [GI. (15)] und 
Templeton sind praktisch gleichwertig, wie die Beispiele 
in Tabelle 3 zeigen. 

Tabelle 3. Abgeschatzte Madelungfaktoren MF fur den CsCI-, NaCI- 
und ZnS-Typ. 

1 H O P P ~  P I  I Templeton [181 I exakt 

1,7626.. . 
1,7475.. . 
1,6380.. . 

CSCl 
NaCl 
Zn+S- 1,640 

Ein strenger Zusammenhang zwischen Madelungfaktor 
und Koordinationszahl existiert jedoch sicher nicht! 
Eine solche funktionale Abhangigkeit besteht nicht ein- 
ma1 bei den Madelungfaktoren "MF einfach-primitiver 
AB-Strukturen. Dies hangt damit zusammen, daB der 
naive Begriff der Koordinationszahl benutzt wird, d. h. 
iiblicherweise zahlt man bei Verbindungen, die als aus 
Ionen aufgebaut angesehen werden, hierbei die Zahl 
der nachsten Nachbarn (entgegengesetzter Ladung). 
In den partiellen Madelungfaktoren, als deren Summe 
sich jeder Madelungfaktor darstellen la&, sind da- 
gegen die Wechselwirkungen eines Ions mit a 11 en 
noch so weit entfernten ,,Nachbarn" - auch solchen 
gleicher Ladung - zusammengefaBt. 
Es kommt hinzu, dal3 bei etwas komplizierteren Struk- 
turen schon bei der Abzahlung der ,,nachsten" Nach- 
barn nicht ganz willkurfrei verfahren werden kann 
(2. B. bei Strukturen vom NaSi-Typ 1201). - Zur Erlau- 
terung sind in Abb. 4 eiiifache AB-Strukturtypen mit 
(naiv gezahlt !) gleicher Koordinationszahl mit zugeho- 
rigem Madelungfaktor angegeben 1171. Man erkennt den 

[19] T. C. Waddington, Trans. Faraday SOC. 56, 305 (1960). 
[201 W. Klemm, J.  Witte u. H. G. v. Schnering, Z .  anorg. allg. 
Chem. 327, 260 (1964). 
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LJ 
/a/  

A+: 0, 0, 0 
B-: 0, 0 
MF=1.37068 ... 

Icl 

MF=1.40221011 
dA.,ldA.,= 2 

/el 

0, 0, 0 0, 0, 0 
1/4,1/491/4 1/4,1/4, 0 

MF=1.40221 ... MF=1,41504.. 

MF=1.370681 
d b - ~  IdA.8: 2 

MF= 1.386276 
d,.,ld, -, = 2 

4 A+: 0, 0, 0 
B-: l lz , ' lz ,  0 
MF=1,59436 

6 

8 A+: 0, 0, 0 
n-: ~12,112,112 
MF- 1,16261. . . 

Abb. 4. Einfache AB-Strukturen mit ,,naiv" gleicher Koordinationszahl 
und zugehorige Madelungfaktoren. (GroOe der Teilchen willkurlich 
gezeichnet.) 

A+: 0, 0, 0 
B-: ' / 2 ~ ~ / 8 , ~ / 8  

MF=1,56968.. . 
0, 0, 0 
'/4,'/4,'/4 

MF=1,63804.. . 
A+: 0, 0, 0 
B-: 1/z, 0, 0 
MF= 1,74755.. . 

EinfluB, den die Anordnung der A- und B-Teilgitter zu- 
einander auf den Madelungfaktor hat. Aus Abbildung 5 
ersieht man, wie sich die Art der A- und B-Teilgitter (in 
Abhangigkeit von der Koordinationszahl) auf den Ma- 
delungfaktor auswirkt (vgl. auch Tabelle 4). 

Wenn man im Einzelfall doch Madelungfaktoren ab- 
schatzen, oder aus berechneten partiellen Madelung- 
faktoren auf ,,effektive Koordinationszahlen" schlieBen 

Tabelle 4. 
Metrik. 

Madelungfaktoren einiger einfacher AB-Typen kubischer 

~ 

kubisch kubisch hubisch 
primitive raumzentrierte flachenzeutrierte 

K Z  
Teilgitter beginnen in: 

18 - 

1 6  

I 
LL 14 z 

1 2  

1 0  

m K Z  -3 

Ahb. 5. Madelungfaktor und ,,naive" Koordinationszahl bei einigen 
einfachen AB-Typen kuhischer Metrik mit kommutativen Teilgittern. 
Primitives (0). flachenzentriertes (A), raumzentrierte (0) Teilgitter. 

will, so werden imnier Schwierigkeiten auftreten, denn 
man kann den scharf definierten Madelungfaktor nicht 
mit dem nutzlichen, aber wenig exakten Begriff ,,KO- 
ordinationszahl" zwanglos verbinden. 

Solche Abschatzungen erfolgen am besten nach Gleichung 
(18), wobei *PMFi den reduzierten partiellen Madelungfaktor 

und zi die Ladung bedeuten; pi entspricht dem mj oder n, von 
GI. (2b); summiert wird wie in GI. (2b). Die *PMFi-Werte 
entnimmt man vergleichbaren Strukturen oder graphischen 
Auftragungen wie in Abbildung 7. 

B. Spezieller Teil 

Die Kenntnis des Madelungfaktors eines Strukturtyps 
ist fur die Diskussion von Bildungsenthalpien von Inter- 
esse. Allgemeineren Wert gewinnt ein Madelungfaktor 
aber erst im Zusammenhang mit anderen: Eine ,,be- 
obachtete" Kristallstruktur ist ja nur eine von vielen, 
denn zahlreiche an sich mogliche, aber nicht reali-  
sierte oder noch nicht gefundene Strukturen 
(z.B. thermodynamisch instabiler Modifikationen) 
,,umgeben" die gefundene Struktur. 
In diesem Zusammenhang interessiert besonders, wie 
sich der Madelungfaktor eines Strukturtyps andert, 
1 .  wenn kleinere oder groDere Anderungen der Metrik 
und (oder) Symmetrie der Elementarzelle eintreten, ohne 
daB sich die auf die jeweils neuen Hauptachsen bezoge- 
bezogenen Koordinatenwerte der Teilchen andern, 
wenn also hornogene affine Transformationen 
der Elementarzelle erfolgen, 
2. wenn ohne Wnderung der Metrik der Elementarzelle 
bei parameterabhangigen Strukturtypen Var ia t  ionen 
der Teilchen-Koordinaten eintreten oder 
3. wenn gleichzeitig Veranderungen nach 1. und 2. vor- 
liegen. 
Im folgenden werden daher nicht nur Einzelwerte von 
Madelungfaktoren, sondern vor allem deren Abhangig- 
keit von den erwahnten Variablen besprochen. 
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I. Madelungfaktoren von AB-Typen [lo, 171 

X,YJ ylo P2 l 1  
0,0,1/2 1,386.. . 1,386.. . 1,770.. . 
'/2,0,0 - co 1,127.. . 1,370.. . 
'/2.1/2,0 - m 1,095.. . 1,594.. . 
1/2,1/2,~2 - m 1,158 ... 1,762 . . .  
'12,0.'12 - 00 1,244.. . 1,594.. . 
1/4.'/4,0 - 00 0,934.. . 1,087.. . 
'/4,0,0 - 00 0,971.. . 1,035.. . 

Bei homogenen affinen Transformationen andern sich 
die Langen der Hauptachsen und die von ihnen einge- 
schlossenen Winkel. Die folgenden Beispiele sind der 
Einfachheit halber auf spezielle Transformationen, bei 
denen die Winkel unverandert bleiben und Variationen 
der Hauptachsen durch ei lie Zahl (Achsenverhaltnis 
c/a) beschreibbar sind, beschrankt. 

00 

I w  2 

0,774.. . - 
1,378.. . 
1,615.. . 1,615.. . 
0,911 ... - co 
0,848.. . - co 

1. Anderungen von Madelungfaktoren bei 
tetragonaler Stauchung oder  Dehnung der  
Elementarzelle kubischer Metriktsl 

0 
1 
00 

Zunachst gilt hier allgeniein, wie fur jede beliebige 
Struktur: 
Ein Strukturtyp mit endlichem Madelungfaktor gibt bei 
jeder affinen Transformation der Elementarzelle eine 
neue Struktur, deren Madelungfaktor ebenfalls endlich 
ist, wenn der kiirzeste Abstand dA-B kurzer als die kiir- 
zesten Abstande dA-* und dB-B bleibt. Der Madelung- 
faktor geht gegen - co, wenn das Verhaltnis der Ab- 

Voraussetzung ist, dail3 der Madelungfaktor jeweils auf 
den kiirzesten Abstand dA-B bezogen wird. 

stande, dA-A/dA-B oder dB-B/dA-B, gegen Null geht. 

1,3862.. . 
1,7475.. . 
1,615.. . 

Tabelle 5 enthalt typische Beispiele von Madelungfak- 
toren einiger AB-Strukturen mit einfach-primitiver Ele- 
mentarzelle, die durch tetragonale Stauchung oder Deh- 
nung aus Elementarzellen kubischer Metrik hervor- 
gehen. Typisch ist, dail3 der Madelungfaktor des CsC1- 
Typs bei Dehnung oder Stauchung schnell abnimmt 
und gegen - a  geht. Der Madelungfaktor der NaC1- 
Struktur bleibt dagegen endlich, wie Tabelle 6 zeigt. 

Tabelle 6. Der Madelungfaktor (NaCI) bei tetragonaien affinen Trans- 
formationen der Elementarzelle 181. 

cia 1 MF 

2. Anderung von Madelungfaktoren bei 
hexagonaler Stauchung oder  Dehnung 
der Elementarzelle kubischer Metrik[lol 

Die CsCl- und die NaC1-Struktur, bei kubischer AuE- 
stellung grundverschieden, erweisen sich bei hexagonaler 
Aufstellung als affin transformiert (vgl. Tab. 7). 

Tabelle 7. NaCI- und CsC1-Typ als affin Transformierte der gleichen 
Struktur. (Die Buchstaben A,a,B,b,C,c bezeichnen die L a g e n  der 
TeiIchen mil den angegebenen Koordinaten. Die Kationen-Platze sind 
init groDen und die Anionen-Platze mit kleinen Ruchstaben markiert). 

Z I 
1 

416 ' 16 

3 16 
216 

0 
' I6  

o o o o o o A  A (und a): O,O,z 
+ + + + + -t b 
o o o o o o c  C (und c): 2/3, l / . i ,7  

+ + + + + + a  c/a = v6j: NaCI-Typ 
o o o o o o B  
I f f + + + + C  

0 0  o o o o A  

B (und b): 112,z/.i,z 

cia = 1/3/2' : CsC1-Typ 

Nun andert sich die naive Koordinationszahl beim u ber- 
gang voni CsC1-Typ (cia = v6/2) zurn NaC1-Typ 
(cia = 1;') kontinuierlich von 8 auf 6. Bestunde ein di- 
rekter Zusammenhang zwischen naiver Koordinations- 
zahl und Madelungfaktor, so miiBte sich auch der Made- 
lungfaktor gleichsinnig mit der Koordinationszahl an- 
dern, also zwischen den angegebenen Werten von cia 
muI3te b(MF)/b(c/a) $0 sein. Wie Abbildung 6 zeigt, 
ist dies nicht der Fall: Die beiden Madelungfak- 
toren MF(CsC1) und MF(NaC1) sind durch ein Mini- 
mum getrennt. 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ c1a-w 

\\ "5 
;-a 

'.5pyc/; 
1 4  I I I L I  

1.0 2.0 3.0 4.0 5 0  
c i a  --j 

Abb. 6. AbhPngigkeit der Madelungfaktoren des CsCI- und NaCI-Typs 
vom VerhiiItnis cia bei hexagonaler Aufstellung [lo]. 

Fur die h d e r u n g  dieser Madelungfaktoren ist ferner wichtig, 
da13 die kurzeste Entfernung dA.B im CsC1-Typ bei hexago- 
naler Dehnung langs [0,0,1] fur zwei (bei analoger Stauchung 
fur sechs) der ursprunglich acht gleich weit entfernten Nach- 
barn schnell zunimmt. Der s t e i l e  Abfall von MF(CsC1) zu 
kleineren wie grol3eren c/a-Werten hiingt hierniit unmittelbar 
zusammen. Umgekehrt ist der vergleichsweise geringe Abfall 
beim MF(NaC1) beiderseits von c/a = 1/61 dadurch bedingt, 
daR die sechs nichsten Nachbarn n i c h t  in ungleichwertige 
Gruppen aufspalten. 

Mit den charakteristischen Anderungen der Madelung- 
faktoren dieser beiden wichtigen binairen Struktur- 
typen hangt u.a. zusammen, da13 bei ternaren Ver- 
bindungen (Doppeloxiden und Doppelfluoriden) zwa r 
zahlreiche Vertreter von Varianten des NaCI-Typs, vor 
allem der wichtige a-NaFeOz-Typ, bekannt sind, ent- 
sprechende Varianten des CsC1-Typs aber noch nicht 
gefunden wurden 151. 
Auch der Zinkblende-Typ, bei dem die A- und B- 
Teilgitter gemail3 Tabelle 8 etwas anders verknupft sind, 
gehort hierher. Der Madelungfaktor MF(ZnS) nimmt 
hier monoton beiderssits des ausgezeichneten Wertes 
c/a = 18/3 ab und nahert sich fur c/a --f 0 dem Grenz- 
wert 1, fur c/a = w dem Grenzwert - co (vgl. Abb. 7). 
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Tabelle 8. Schematische Darsteliung der ZnS-Struktur. 
(Zur Zeichenerklarung siehe Tabelle 7). 

z 

1.80 I 
1 
11/12 

8/12 
7/12 

4/12 
3/12 
0 

o o o o o o o o o o A  A(unda):  0, 0,z 
++++-I-+++++ c B (und b): l/3,2/3, z 

C (und c): 2/3,1l3, z 
o o o o o o o o o o C c/a = 1/6’ : Zinkbleude-Typ 
++++++++++ b 

o o o o o o o o o o B  
- I - + + + + + + + + +  a 
o o o o o o o o o o A  

Tabelle 9. Schematische Darstellung der ZnO-Struktur. 
(Zur Zeichenerklarung siehe Tahelle 7). 

z I 
I 

o o o o o o o o o o A  A(unda):  0, 0 , z  
++++++++++ b B (und b): l/3,2/3, z 

o o o o o o o o o o B  
++++++++++ a 
o o o o o o o o o o A  

c/a = 1813 I: Idealer ZnO-Typ 

4 Maximum c 

160  
1 2 0  140 160 180 2 0 0  

rn c/a - 
Abb. 8. Abhangigkeit des Madelungfaktors des NiAs-Typs (rnit nicht 
kommutativen Teilgittern) vom Verhaitnis cla [161. 

Tabelle 10. Schematische Darstellung der NiAs-Struktur. 
(Ni: c;  As: A,B; Zur Zeichenerkiarung siehe Tabelle 7). 

z I - 
o o o o o o o o o o A  A: 0, 0.2 
++++++++++ c B: 1/3,2/3, z 
0 o o o o 0 o o o o B C: 2/3,1/3, z 
++++++++++ C 

o o o o o o o o o o A  

Die Abhangigkeit des Madelungfaktors des Wurtzit- 
Typs von cja ist ganz ahnlich, obwohl hier nach Tabelle 
9 hexagonal-dichteste Abfolgen der A- und B-Teilchen 
vorliegen. 

11. Madelungfaktoren komplizierter Strukturtypen 

Neu berechnete Madelungfaktoren wichtiger Strukturtypen 
sind in Tabelle 1 1  zusammengestellt. 

I 1 I 

1 0  2 0  3 0  40  
c i a  A 

10 
0 

rn 

1. D e r  Madelungfaktor  der Rut i l -Struktur  

Im Rutiltyp AF32 hat jedes Kation A nur dann sechs 
gleich weit entfernte Nachbarn B, wenn Achsenverhalt- 
nis c/a und Parameter x des Anions gemaiB G1. (19) ver- 
knupft sind . 

x =  1/4+ c2/8a2 (19) 

BoNnow [211 hat fur eiiiige der Gleichung (19) erfiillenden 
Werte von c/a und x den MF(Ruti1) berechnet. - Eine neue, 
ausfiihrliche Publikation [221 leidet darunter, daR MF(Ruti1) 
nicht auf den kurzesten A-3-Abstand (oder einen anderen 

Abb. 7. Abhingigkeit des Madelungfaktors des Zinkblendetyps vom 
Verhaltnis c/a bei hexagonaler Aufstellung. 

einfachen Abstand), sodern  auf ein nicht definiertes, aus den 
angegebenen Zahlen auch nicht erkennbares, offensichtlich 
nicht einfaches Mittel der im allgemeinen verschiedenen Ab- 
stande der sechs Nachbarn (4+2!) bezogen wird. Auch der 
elementare Unterschied zwischen Madelungfaktor und Made- 
lung-Anteil der Gitterenergie wird nicht beriicksichtigt. Nicht 
alle SchluBfolgerungen sind daher richtig. 

In Abbildung 9 ist MF(Ruti1) als Funktion von cia und 
x angegeben [lo] ; man erkennt : 

Als Beispiel einer AB-Struktur mit nicht-kommutativen 
Teilgittern sei der NiAs-Typ erwahnt (Vgl. dazu Tab. 101, 
dessen Madelungfaktor nach Abb. 8 ebenfalls ein Maxi- 
mum durchlauft I161 und sowohl fur c/a + 0 wie fur 
c/a + CO gegen - co geht. 

I 1 I 1 

0 60 0 64 0 68  0 72 0 56 
1119191 c ia 

Abb. 9. Zweidimensionales Diagramm einer dreidimensionalen Darstel- 
lung der Madelungfaktoren des Rutiis als Funktion von XAnion und cia 
geman GI. (19). Die Zahlen an den Kurven bedeuten [MF(Rutil)-41x 103. 

[21] 0. F. Bolluow, Z. Physik 33, 741 (1925). 
[22] W. H. Buur, Acta crystallogr. 14, 209 (1961). 
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1. Fur c/a = 1/2/2 und x = 5/16 (nach G1. 19) erreicht 
der Madelungfaktor ein Maximum. 
Dieses Maximum ist - was bislang nicht bekannt war - 
durch die Strukturgeometrie des Rutiltyps bedingt [I71 : Geht 
man von einer raumzentrierten Anordnung der Anionen mit 
gesetzmaBig besetzten Quasi-Oktaeder-Lucken aus (vgl. 
Abb. lo), so wird die Bedeutung des ausgezeichneten Ver- 
haltnisses c/a = 1/21/2 sofort verstandlich: Fur diesen beson- 
deren Wert von cja liegt die kubische Metrik der in Abb. 10 
eingezeichneten Subzelle und die entsprechende gunstige Ver- 
teilung der Kationen (mit der Ladung + 2  und +4) unveran- 
dert vor. 

0 2.0 0 

Abb. 10. Zur Strukturgeometrie des Rutiltyps. Die Pfeile geben nach 
Lange und Richtung die Verschiebung der Anionen auf die tatsachlich 
eingenommenen Platze an. (Grol3e der Teilchen willkiirlich gezeichnet.) 

2. Auffallig ist, daB praktisch alle bekannten Rutilver- 
treter nicht diesem ldealfall entsprechen. Das hangt 
wenigstens z.T. damit zusammen, daB das Raster 
(Abb. 9) der fur punktformige Ionen berechneten Made- 
lungfaktoren mit dem Bild endlich groBer, starrer 
Ionenradien gekoppelt werden muB. 
Fur typische Rutil-Vertreter AB2 wie Difluoride (z. B. ZnFz) 
und Dioxide (z. B. Sn02) sind Teilchenabstande dA.B (1,9 
bis 2,1 A) und dB-B (2,6 bis 2,7 A) zu erwarten, deren Quo- 
tient zwischen 0,7 und 0,8 liegt. Aus dem Maximum des Ma- 
delungfaktors bei c/a = 1/2 /2 mit X = 5/16 fdgt  dA-B/dB-B = 

0,83 [zum Vergleich: fur cja = 0,6 und x = 0,295 folgt dA-B/ 
dB-B = 0,721; die Abweichungen zu kleineren c/a-Werten als 
1/2 '/2 sind also in gewissem Sinne verstandlich. 

3. Eine nahere Diskussion der Frage, waruni ein be- 
stimmter Rutil-Vertreter (z. B. ZnF2) die beobachteten 
(c/a = 0,666; x = 0,303; vgl. [239 und nicht eng benach- 
barte, andere Werte der Parameter aufweist, ist auch 
nach Kenntnis der in Betracht kommenden Madelung- 
faktoren noch nicht moglich. 
Andern sich namlich diese Parameter etwas, so kann man 
erstens annehmen, daB der kurzeste Abstand dA-B [beim 
ZnF2 2,015 A (2x)] konstant bleibt, wie es das Konzept 
s t a r r e r  Ionenradien verlangt, oder zweitens voraussetzen, 
daB das Ze l lvo lumen  [beim ZnFz: 20,87 cm3] unverandert 
bleibt, wie fur konstante Volumeninkremente der Ionen zu er- 
warten ist. Man weiB aus Beispielen, daB beide Konzepte, die 
einander ausschlieBen (vgl. [*41), nicht voll zutreffen. Das be- 
deutet aber, daB zwar der Z a h l e r  des Madelung-Anteiles der 
Gitterenergie in G1. (l), nicht aber der N e n n e r  (kurzester 
Abstand dA.B) fur ,,benachbarte" Rutilvertreter sicher anzu- 
geben ist. Diese Schwierigkeit tritt bei der Diskussion aller 
parameterabhangigen Strukturtypen auf. 

4. SchlieBlich sei daran erinnert, daB bei den zum 
Rutiltyp gehorenden Dioxidcn wie SnO2 und Ti02 ano- 

[23] W. H. Baur, Acta crystallogr. 9,  515 (1956); ZI, 488 (1958). 
(241 W. Biltz: Raumchemie der festen Stoffe. W. de Gruyter, 
Leipzig 1934. 

ma1 kurze Abstande dB-B auftreten - im Ti02 ist der 
kurzeste Abstand 0-0:2,53 A. Solche kurzen Abstande 
beobachtet man sonst nur in komplexen Anionen, z.B. 
SO:-, PO$-, oder im Fall starker Wasserstoff brucken- 
Bindungen. Diese kurzen Abstande sind Ausdruck der 
starken Polarisation der O*--Teilchen durch die hochge- 
ladenen Kationen (Ti"+ etc.) und zeigen, da13 das Bild 
einer aus starren Ionen aufgebauten Verbindung bei 
diesen Dioxiden zu modifizieren ist. 

2. Der Madelungfaktor  der  Anatas-Struktur  

Auch die Anatas-Struktur ist von zwei Parametern, 
dem Verhaltnis c/a der tetragonalen Elementarzelle 
(vgl. Abb. 1 1 )  und dem Parameter zo der Anionen, ab- 
hangig. Fur den Sonderfall c/a = 2,O mit zo = 1/4 liegt 

n n 

A bb. 1 1 .  Elementarzelle beim Anatastyp. (GroI3e der Teilchen willkiir- 
lich gezeichnet.) 

eine NaC1-Variante vor, aus deren Kationenteilgitter 
die Halfte der Teilchen gesetzmafiig entfernt ist. Abb. 
12 zeigt den Verlauf des Madelungfaktors MF(Anatas), 

L40  L A  ~ 

20 22 21 26 2 8  30 
rn c i a  -* 

Abh. 12. Madelungfaktor MF des Anatastyps in Abhangigkeit von c/a 
und zo[13a1. 

Abbildung 13 den Verlauf der partiellen Madelung- 
faktoren fur zwei Grenzfalle: erstens, bei Variation von 
c/a bleibt der Parameter zo =: 1/4 konstant (sechs 
ursprunglich gleich weit entfernte B-Nachbarn jedes 
A-Teilchens werden mit steigendem c/a zu ungleich weit 
entfernten Nachbarn (4 + 2!)); zweitens, bei Anderung 
von c/a andert sich der Parameter z& nach GI. (20). 
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0 70 FT 
Abb. 13. Partielle Madelungfaktoren PMF des Anatastyps in Abhangig- 
keit von cla und zo[13aJ. 

2,: = 1/8 + a2/2c2 (20) 

(In diesem Fall bleibt jedes A-Teilchen von sechs gleich 
weit entfernten B- Teilchen umgeben.) Es ist interessant, 
daB bei den bislang naher untersuchten Vertretern des 
,,aufgefullten" Anatastyps (a-LiFeOz-Typ) zo = zo*, 
bei gegebenem cia also praktisch jene Anordnung der 
0-Teilchen vorliegt, die zu optimalem Madelungfaktor 
fuhrt [5,24aI. 

3. Madelungfaktoren 
bei komplexen Strukturen 

Bei Komplexverbindungen kann der Born-Habersche 
KreisprozeR, wie man aus Abbildung l b  erkennt, in 
verschiedener Weise durchgefuhrt werden; auch der 
Begriff ,,Komplexbildungsenergie" wird in verschiede- 

Tabelle 11. Madelungfaktoren weiterer Strukturtypen. 

Verbindung 

SiOz 

ZnFz 

NbC14 

SnFa 

SnJ4 
BiF3 
FeC13 

TiJ3 

MoC13 
NbOJz 

NbOClz 

MoOClz 

TYP 

Hochcristobalit 
TieEcristobalit 

Rutiltyp 

(ZnFz-Parameter) 

eigener Typ 

eigener Typ 
eigener Typ 
Li3Bi-Typ 

eigener Typ 
eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 
eigener Typ 

eigener Typ 
eigener Typ 

eigener Typ 
eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

eigener Typ 

[24a] R. Hoppc., B. Sclzepers, H .  J .  R 
2. anorg. allg. Chern. 339, 130 (1965). 
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M F  

4,4534.. 

4,428 

4,7656.. 

12,650.. 

(4,084.. 

12,439.. 

9,573.. 
8,261. . 
7,738.. 

7,673. . 
13,542.. 
14,314.. 

14,099.. 

10,093.. 
7,867.. 

7,509.. 
16,199.. 

11,154.. 
16,189. .  

11,553.. 

14,592.. 

11,791. . 
15,873 

11,792.. 

15,984.. 

11,031.. 

Lit. 

191 

191 
[lo, 13al 

19 1 
110, 13al 

1101 

17 1 
19 1 

I91 

191 

191 

191 

[91 

19 1 

[lo1 
191 

191 

[91 
[91 

[91 

[91 

[91 

(91 

I91 

I91 

191 

,born u. E. Vielliaber, 

ner Bedeutung benutzt (z. B. durch Schritt IIIa oder 
ITIb' in Abb. l b  definiert [251). Bei der Angabe der Made- 
lungfaktoren komplexer Strukturen ist es besonders 
wichtig, den Bezugsabstand anzugeben. Die Zahlen- 
werte in Tabelle 11 sind jeweils auf den kurzesten Ab- 
stand Zentralion-Ligand bezogen. 

111. Madelungfaktoren von Molekelgittern 

Verbindungen wie BrF5, SiF4, SbC13 und XeFz bilden 
im festen Zustand Strukturen, bei denen sich einzelne 
Molekeln als Bausteine deutlich abheben. Hier sind 
offenbar typisch covalente Bindungen vorhanden. uber 
Madelungfaktoren solcher Strukturen war bisher auBer 
den effektiven Madelungfaktoren von Klemm[l31 
nichts Naheres bekannt. Dabei verdient die Frage, wie- 
weit solche Madelungfaktoren sich denen typischer 
Ionenverbindungen anschlieBen, besonderes lnteresse. 
Es seien daher noch die Madelungfaktoren der Verbin- 
dungen XeF2, XeF2.XeF4 und XeF4 kurz diskutiert : 

1. Der  Madelungfaktor der XeFz-Struktur  [la] 

In der tetragonalen Elementarzelle des Xenondifluorids 
sind lineare F-Xe--F-Molekeln zu erkennen (vergleiche 
Abbildung 14). In Tabelle 12 sind die PMF-Werte 
dieser Struktur sowie der Madelungfaktor angege- 
ben. Der PMF(Xez+)-Wert fur die Koordinationszahl 

-=- L 315A-> 

Abb. 14. Tetragonale Elementarzelle des XeFt. (GroOen der Teilchen 
willkiirlich gezeichnet.) 

2 schlieBt sich zwanglos an die PMF(Az+)-Werte bei 
anderen, hoheren Koordinationszahlen an, ebenso der 
Madelungfaktor MF(XeF2) selbst (vgl. [la]). XeF2 ist 
demnach deutlich polar, in Ubereinstimmung mit den 
spektroskopischen Befunden (vgl. [la]). Die zunachst 
uberraschend groB erscheinende Sublimationsenthalpie 
(12,3 kcal/Mol) wird so verstandlich. 

2. Der  Madelungfaktor  der 
XeFz.XeF4-Struktur 

Die Zusammensetzung des Doppelfluorids XeFyXeF4, 
analytisch anscheinend noch immer nicht belegt, wurde 
rontgenographisch aus einer Strukturbestimmung (vgl. 
Abb. 15), erschlossen. Tabelle 12 gibt die einzelnen PMF- 

[25] R .  Hoppe, Z. anorg. allg. Chern. 291, 4 (1957). 
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Bezugsentfernung Xe-F[.&] 

PMF (Xez+) 
PMF (Xe4+) 

PMF (FI-) 
PMF (FII-) 
PMF (FIII-) 

MF 

f@ Xeu,@Fin<<XeF2,> 6 X e N , O F i n < < X e F L > >  
m 

Abb. 15. Kristallstruktur des XeFz.XeF4. (a = 6,64, b = 7,33, c = 6,40 
A; P = 92 ' 40'). (GroOe der Teilchen willkurlich gezeichnet.) 

XeFz.XeF4 XeF2 

1,909 1,983 

2,49848 2,4494 
9,03938 

0,60535 0,6749 
0,86372 
0,86209 

16,200 3,1992 

Werte sowie den Madelungfaktor der Komponenten 
XeF2 und XeF4 in der Additionsverbindung an. Alle 
Zahlenwerte sind von der erwarteten GroRe. 

9,03938 

0,86372 

12,4910 

stalt der XeF4-Einheit zusammen. Der im Vergleich zu 
PMF(Si4+) groRere Wert fur PMF(Xe4+) zeigt die star- 
kere Verflechtung der XeF4-Gruppen. Wie aus den Sub- 
limationswarmen (SiF4: 6,15 kcal/Mol und XeF4: 15,3 
kcal/Mol) abzuleiten, sollte der Madelungfaktor des 

PMF (Si4+) 
8,8262 

PMF (F-) 
0,9157 

12,4889 

1 0 : F  .:b 
Abb. 16. Kristallstruktur des XeF4. (a = 5,05, b = 5,92, c = 5,77 A; p -~ 
99,6 "). Aus Grunden der ubersichtlichkeit wurde nur ein Teil der F- 
Atorne gezeichnet. (GroRe der Teilchen willkurlich angenommen.) 

9,4138 
0,8233 
0,8184 

Tabelle 12. Vergleich von Madelungfaktoren und partiellen Madelungfaktoren des XeF2, XeFyXeF4 
und XeF4 [la]. 

10,5153 
1,0364 
0,7480 

12,6972 

1,995 

2,61051 

0,63250 

3,87550 

14,0841 

,,XeF4" im 

1,932 1 1,909 I Si-F 

9,4138 

0,8233 
0,8184 

12,6912 

3. Der  Madelungfaktor der XeF4-Struktur 

In der monoklinen Elementarzelle des XeF4 sind dis- 
krete, praktisch quadratisch gebaute XeF4-Gruppen 
vorhanden (vgl. Abb. 16); Tabelle 13 gibt eine uber- 
sicht der PMF-Werte sowie den Madelungfaktor. Wie 
man im Vergleich zu den Angaben beim XeFyXeF4 er- 
kennt, sind die PMF(F-)-Werte und auch der Made- 
lungfaktor selbst von der zu erwartenden GroRe. Im 
Vergleich zu den entsprechenden Werten beim S i F 4  

fallt zunachst auf, daR die PMF(F-)-Werte im Xenon- 
tetrafluorid kleiner sind als im Siliciumtetrafluorid. Das 
hangt mit der elektrostatisch ungunstigen planaren Ge- 

XeF4-Typs etwas groRer als der des SiF4-Typs sein. Das 
trifft nach Tabelle 13 auch zu. 
Im ubrigen murj man bei solchen Betrachtungen, was 
die Genauigkeit anbelangt, bescheiden sein. 

Tabelle 13. Madelungfaktoren und partielle Madelungfaktoren einiger 
Tetrahalogenide [9,10, la]. 

1 [Xe[4lF41 1 &[Sn[6lF41 1 2 "b[6lC141 1 [Si[4lF41 

M F  

8,9515 
1,1102 
1,0141 
0,7874 

12,6505 

8,8262 
0,9157 

12,4889 
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